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Enveloppes infe´rieures de fonctions admissibles sur
l’espace projectif complexe. Cas syme´trique.
A. Ben Abdesselem
Universite´ Pierre et Marie Curie, U.F.R. 920, BC 172, 4, place
Jussieu, 75005, Paris, France
RESUME. On montre que les fonctions admissibles pour la me´trique de Fubini-
Study sur l’espace projectif complexe PmC de dimension complexe m, invariantes
par un groupe d’automorphismes convenablement choisi, sont minore´es par une
fonction tendant vers moins l’infini sur le bord des cartes usuelles de PmC. Une mi-
noration similaire a lieu sur certaines varie´te´s projectives. Cette minoration donne
une constante optimale dans une ine´galite´ de type Ho˝rmander sur ces varie´te´s, ce
qui permet d’y e´tablir l’existence de me´triques d’Einstein-Ka¨hler.
ABSTRACT. We prove that admissible functions for Fubini-Study metric on the
complex projective space PmC of complex dimension m, invariant by a convenient
automorphisms group, are lower bounded by a function going to minus infinity
on the boundary of usual charts of PmC. A similar lower bound holds on some
projective manifolds. This gives an optimal constant in a Ho˝rmander type inequality
on these manifolds, which allows us to establish the existence of Einstein-Ka¨hler
metrics on them.
AMS classification: 53C55; 58G30
1 Introduction.
On conside`re l’espace projectif complexe PmC de dimension complexe m =
kn − 1. Si [z0, z1, .., zm] de´signent les coordonne´es homoge`nes de PmC, on de´finit,
pour h ∈ {0, .., k − 1}, le n-uplet Zh ∈ C
n par Zh = (zhn, .., z(h+1)n−1). Ceci nous
permet d’e´crire [z0, z1, .., zm] = [Z0, .., Zk−1] ∈ PmC. D’autre part, on munit PmC
de la me´trique g ayant pour composantes, dans la carte {z0 6= 0},
gλµ = am
∂2
∂zλ∂zµ
(ln(1+ | z1 |
2 +..+ | zm |
2)),
ou` am > 0. Elle est e´gale a` am fois la me´trique de Fubini-Study et appartient a` la
premie`re classe de Chern C1(PmC) lorsque am = (m+1). On dit que ϕ ∈ C
∞(PmC)
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est g-admissible lorsque
gλµ +
∂2ϕ
∂zλ∂zµ
> 0.
On conside`re aussi le groupe d’automorphismes Gn,k sur PmC engendre´ par les
automorphismes
σi,j : [Z0, .., Zi, .., Zj, .., Zk−1] −→ [Z0, .., Zj, .., Zi, .., Zk−1],
τk,θ : [z0, ..., zm] −→ [z0, .., zke
iθ, .., zm],
et enfin, pour zp et zq appartenant a` un meˆme n-uplet Zh,
γp,q : [z0, .., zp, .., zq, .., zm] −→ [z0, .., zq, .., zp, .., zm].
On de´finit sur Cm+1\
⋃
p{zp = 0} la fonction ψ par
ψ = ln
(| z0 | ... | zm |)
2am/(m+1)
(| z0 |2 +...+ | zm |2)am
.
Elle est homoge`ne de degre´ ze´ro sur Cm+1, elle de´finit donc une fonction sur PmC.
ψ atteint son maximum (e´gal a` −am ln(m+ 1)) en les points
[1, eiθ1 , .., eiθm ] ∈ PmC
qui de´finissent un produit de tores. ψ tends vers moins l’infini lorsque l’une des
coordonne´es homoge`nes z0,.., zm tend vers ze´ro ou vers l’infini, ce qui correspond
aux frontie`res des cartes denses definies par {zh = 0}.
Etablissons a` pre´sent les principaux re´sultats de cet article :
The´ore`me 1 . Soit ϕ ∈ C∞(PmC) une fonction g-admissible et Gn,k-invariante,
ve´rifiant supϕ = 0 sur PmC. On a alors: ϕ ≥ ψ.
On a alors le corollaire suivant.
The´ore`me 2 . Pour tout α < 1, on a l’ine´galite´ de type Ho˝rmander (voir [9] th.
4.4.5): ∫
PmC
exp{−αϕ}dv ≤ Cst,
∀ϕ ∈ C∞(PmC), g-admissible avec am = (m + 1), Gn,k-invariante, et ve´rifiant
supϕ = 0 sur PmC. dv est l’e´le`ment de volume sur Pm relatif a` la me´trique g.
L’ine´galite´ du the´ore`me 2 est optimale car elle correspond a` la valeur de l’invariant
de Tian (cf. [12]) relatif a` cette classe de fonctions (voir par exemple [2] ou [6]).
Cet article donne alors un moyen simple de calculer cet invariant en re´duisant la
classe de fonctions a` conside´rer a` la fonction ψ. La me´thode employe´e s’applique a`
des varie´te´s plus complique´es que PmC. Pour cela`, il suffit de mettre en e´vidence
la bonne fonction extre´male. En effet, Conside´rons par exemple la sous-varie´te´ M
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du produit PmC × Pn−1C × ... × Pn−1C de PmC par k exemplaires de Pn−1C ou`
m = kn− 1, et constitue´e des points
([Z0, .., Zk−1], [ζ0], .., [ζk−1]) ∈ PmC× Pn−1C× ...× Pn−1C,
ou` Zh = (zhn, .., z(h+1)n−1) ∈ [ζh]. M est de dimension complexe e´gale a` m. Con-
side`rons la me´trique gM = g˜|M restriction a`M de la me´trique g˜ sur PmC×Pn−1C×
...×Pn−1C, e´gale a` am0g
(m0)+...+amkg
(mk) ou` les g(mi) sont les me´triques de Fubini-
Study sur PmC, Pn−1C,.., Pn−1C. Il est montre´ dans [5] que g˜|M est dans la premie`re
classe de Chern C1(M) pour am0 = k et am1 = ... = amk = n− 1. Son expression
dans une carte ou` les Zi ont au moins une composante non nulle est donne´e, dans
ce cas par :
gMλµ =
∂2
∂zλ∂zµ
ln[(1+ | z1 |
2 +...+ | zkn−1 |
2)k × (1+ | z1 |
2 +...+ | zn−1 |
2)n−1 ×
(| zn |
2 +...+ | z2n−1 |
2)n−1 × ...× (| z(k−1)n |
2 +...+ | zkn−1 |
2)n−1],
(ici, les coordonne´es homoge`nes sont divise´es par z0). D’autre part, les groupes
d’automorphismes Gn,k de PmC = Pkn−1C et G1,n de Pn−1C de´finis plus haut,
engendrent un groupe d’automorphismes sur le produit PmC×Pn−1C× ...×Pn−1C.
M e´tant a` l’e´vidence stable par ce groupe, ce dernier induit sur M un groupe
d’automorphismes note´ GM .
Enfin, on de´finit sur Cm+1 × (Cn)k\
⋃
i,p {z
(i)
p = 0}, ou` m = kn− 1, la fonction
ψˆ par
ψˆ = ln[
(| z
(0)
0 | ... | z
(0)
m |)2k/(m+1)
(| z
(0)
0 |
2 +...+ | z
(0)
m |2)k
×
(| z
(1)
0 | ... | z
(1)
n−1 |)
2(n−1)/n
(| z
(1)
0 |
2 +...+ | z
(1)
n−1 |
2)(n−1)
× ...
×
(| z
(k)
0 | ... | z
(k)
n−1 |)
2(n−1)/n
(| z
(k)
0 |
2 +...+ | z
(k)
n−1 |
2)(n−1)
].
(z
(0)
p )p e´tant le syste`me de coordonne´es usuel sur C
m+1, (z
(1)
p )p celui sur le premier
Cn du produit,..., et (z
(k)
p )p celui sur le k-ie`me C
n (on rappelle que m = kn− 1).
Elle est homoge`ne de degre´ ze´ro sur chacun desCp, elle de´finit donc une fonction,
toujours note´e ψˆ sur PmC×Pn−1C× ...×Pn−1C e´gale a` moins l’infini de`s que l’une
des composantes homoge`nes s’annule. Sa restriction ψM a` M est G
M -invariante et
de´finie sur l’ouvert dense de M constitue´ par les points
([ζ0(z0, .., zn−1), .., ζk−1(zk(n−1), .., zm=kn−1)],
[z0, .., zn−1], .., [zk(n−1), .., zm=kn−1]) ∈M
ou` [ζ0, .., ζk−1] ∈ PkC avec tous les zi et ζi sont non nuls. Dans le comple´mentaire
de ces points, elle vaut moins l’infini. Sachant que k
m+1
+ n−1
n
= k
kn
+ n−1
n
= 1, son
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expression donne´e par :
ψM = ln{[| ζ0 |
2 (| z0 |
2 +..+ | zn−1 |
2) + ..+ | ζk−1 |
2 (| z(k−1)n |
2 +..+ | zkn−1 |
2)]−k
×
| z0 |
2 ... | zm |
2| ζ0 |
2 ... | ζk−1 |
2
(| z0 |2 +...+ | zn−1 |2)(n−1)...(| z(k−1)n |2 +..+ | zm |2)(n−1)
}.
Et en posant z′i = ζhzi, pour i ∈ {hn, .., (h + 1)n− 1}
ψM = ln{(| z
′
0 |
2 +..+ | z′n−1 |
2 +..+ | z′(k−1)n |
2 +..+ | z′kn−1 |
2)−k
×
| z′0 |
2 ... | z′m |
2
(| z′0 |
2 +...+ | z′n−1 |
2)(n−1)...(| z′(k−1)n |
2 +..+ | z′m |
2)(n−1)
}. (1)
On a le re´sultat suivant :
The´ore`me 3 . Soit ϕ ∈ C∞(M) une fonction gM-admissible et GM -invariante
telle que supϕ = 0 sur M . On a alors ϕ ≥ ψM , et M admet une me´trique
d’Einstein-Ka¨hler dans la classe de Ka¨hler de gM .
La me´thode employe´e dans ce papier pre´sente l’avantage de rendre calculable
l’invariant de Tian et par conse´quent de donner un crite`re d’existence simple de
me´triques d’Einstein-Ka˝hler. En effet, le calcul pratique de l’invariant de Tian
peut s’ave´rer complique´ comme le prouvent les exemples traite´s dans [6], [7] et
[13]. D’autre part, il est naturel de chercher le lien entre le moyen utilise´ dans
ce papier pour estimer la convergence de
∫
M
e−αϕdv pour une famille de fonctions
admissibles a` l’aide de la fonction ψ et celui utilise´ a` cette meˆme fin par A.M. Nadel
dans [10]. L’inte´reˆt ge´ome´trique d’une telle estimation est de prouver l’existence de
me´triques d’Einstein-Ka˝hler sur les varie´te´s que nous conside´rons. Dans le meˆme
domaine on citera les papiers pre´curseurs de T. Aubin [1] et S.T. Yau [14] et Y.T.
Siu [11]. Il est d’autre part recommande´ de lire [3] ou le se´minaire Bourbaki de
J.P. Bourguignon [8] qui font le point sur la question.
2 Preuve des re´sultats e´nonce´s.
L’ide´e de la de´monstration du the´ore`me 1 est celle utilise´e dans [4] sur P1C. Sa
mise en oeuvre ne´cessite les lemmes 1, 2, 3 et 4 . Le the´ore`me 2 est un corollaire du
premier the´ore`me. D’autre part, on utilisera l’invariance des fonctions ϕ([z0, ..., zm])
par le groupe Gn,k pour les conside´rer comme des fonctions ϕ([1, x1, ..., xm]), des
variables re´elles 0 ≤ xi =| zi |≤ 1. La me´thode employe´e dans la preuve du
the´ore`me 1 s’applique pour the´ore`me 3 en changeant ψ par ψM .
Lemme 1 Etant donne´e une fonction ϕ ∈ C∞(PmC), g-admissible sur PmC, avec
m = kn− 1, Gn,k-invariante, on a pour 0 < xi ≤ 1:
(ϕ− ψ)([1, x1, .., xm]) ≥ (ϕ− ψ)([1, ζ
[n−1]
0 , ζ
[n]
1 , .., ζ
[n]
k−1]), (2)
ou` ζ [d] = (ζ, .., ζ) ∈ Cd, ζ0 = (x1..xn−1)
1/(n−1), et pour 1 ≤ h ≤ k − 1, ζh =
(xhn..x(h+1)n−1)
1/n.
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Preuve. La de´monstration s’effectue inde´pendemment sur chacun des n-uplets
(xhn, .., x(h+1)n−1) ∈ R
n, avec x0 = 1. En effet, sous les hypothe`ses du lemme 1,
l’ine´galite´ (2) est la conse´quence de l’ine´galite´:
(ϕ− ψ)([1, x1, .., xm]) ≥ (ϕ− ψ)([1, ζ
[n−1]
0 , xn, .., xm]), (3)
et des k − 1 ine´galite´s:
(ϕ− ψ)([1, x1, .., xm]) ≥ (ϕ− ψ)([1, x1, .., x(h−1)n−1; ζ
[n]
h ; x(h+1)n, .., xm]), (4)
pour 1 < h ≤ (n− 1) .
La preuve de ces k ine´galite´s e´tants identiques, on se propose de re´diger celle
de l’ine´galite´ (3). La de´monstration se fait par re´currence. Supposons que l’on ait
pour tout (x1, .., xm) avec 0 < xi ≤ 1 et pour 1 ≤ p < n− 1 :
(ϕ− ψ)([1, x1, .., xm]) ≥
(ϕ− ψ)([1, (x1..xp)
1/p, .., (x1..xp)
1/p, xp+1, ..., xn−1; xn, ..., xm]), (5)
l’hypothe`se de re´currence e´tant e´vidente pour p = 1. Supposons qu’elle n’est pas
satisfaite au rang p+ 1. Il existerait alors un point (x01, ..., x
0
m) ∈ R
m tel que
(ϕ− ψ)([1, x01, .., x
0
m]) < (ϕ− ψ)([1, (x
0
1..x
0
p+1)
1/(p+1), ..,
(x01..x
0
p+1)
1/(p+1), x0p+2, ..., x
0
n−1; x
0
n, ..., x
0
m]), (6)
En utilisant la Gn,k-invariance de ϕ, on peut supposer que x
0
1 ≤ ... ≤ x
0
p+1. D’autre
part, en appliquant la Gn,k-invariance de ϕ, et l’hypothe`se de re´currence (5) en les
points
([1, x01, .., x
0
p, x
0
p+1, ..., x
0
n−1; x
0
n, ..., x
0
m])
et
([1, x02, .., x
0
p+1, x
0
1, x
0
p+2, ..., x
0
n−1; x
0
n, ..., x
0
m]),
on a :
(ϕ− ψ)([1, x01, .., x
0
m]) ≥
(ϕ− ψ)([1, (x01..x
0
p)
1/p, .., (x01..x
0
p)
1/p, x0p+1, ..., x
0
n−1; x
0
n, ..., x
0
m]), (7)
et
(ϕ− ψ)([1, x01, .., x
0
m]) =
(ϕ− ψ)([1, x02, .., x
0
p+1, x
0
1, x
0
p+2, ..., x
0
n−1; x
0
n, ..., x
0
m]) ≥
(ϕ− ψ)([1, (x02..x
0
p+1)
1/p, .., (x02..x
0
p+1)
1/p, x01, ..., x
0
n−1; x
0
n, ..., x
0
m]). (8)
Conside´rons maintenant la courbe C d’e´quation tpxp+1 = x
0
1...x
0
p+1 du plan re´el :
([1, t, ..., t, xp+1, x
0
p+2, .., x
0
m]).
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Les points
P1 = ([1, (x
0
1..x
0
p)
1/p, .., (x01..x
0
p)
1/p, x0p+1, ..., x
0
n−1; x
0
n, ..., x
0
m])
et
P2 = ([1, (x
0
2..x
0
p+1)
1/p, .., (x02..x
0
p+1)
1/p, x01, ..., x
0
n−1; x
0
n, ..., x
0
m])
appartiennent a` l’e´vidence a` cette courbe. Si x01 = ... = x
0
p+1, il n’y a rien a` montrer.
Sinon, sachant que l’on a choisi x01 ≤ ... ≤ x
0
p+1, les points P1 et P2, se trouvent de
part et d’autre de la diagonale t = xp+1. Or la courbe C intersecte cette diagonale
en le point
P3 = ([1, (x
0
1..x
0
p+1)
1/(p+1), .., (x01..x
0
p+1)
1/(p+1), x0p+2, ..., x
0
n−1; x
0
n, ..., x
0
m])
intervenant dans la relation (6). D’autre part, en utilisant les relations (6), (7) et
(8) on a : (ϕ− ψ)(P3) ≥ (ϕ− ψ)(P1) et (ϕ− ψ)(P3) ≥ (ϕ− ψ)(P2), ce qui prouve
l’existence d’un maximum local pour la fonction (ϕ − ψ) sur la courbe C. Ceci
implique, au vu de la Gn,k-invariance de (ϕ − ψ) l’existence d’un maximum local
en un point P pour cette fonction sur la courbe holomorphe (toujours note´e C)
d’e´quation ζpzp+1 = x
0
1...x
0
p+1 du plan complexe
([1, ζ, ..., ζ, zp+1, x
0
p+2, .., x
0
m]).
La Hessienne complexe de terme ge´ne´ral
∂2
∂z∂z
{(ϕ− ψ)(C(z))} =
∂2(ϕ− ψ)
∂zλ∂zµ
(C(z))Cλ(z)C
µ
(z)
est alors de´finie ne´gative en P .
D’autre part, sachant que − ∂
2ψ
∂zλ∂zµ
= gλµ,
gλµ +
∂2ϕ
∂zλ∂zµ
=
∂2(ϕ− ψ)
∂zλ∂zµ
sera donc, d’apre`s ce qui pre´ce´de, de´finie ne´gative en P , ce qui est en contradiction
avec la g-admissibilite´ de ϕ. D’ou` l’ine´galite´ (3) et par conse´quent et le lemme 1.
Lemme 2 Etant donne´e une fonction ϕ ∈ C∞(PmC), g-admissible sur PmC, avec
m = kn− 1, Gn,k-invariante, on a pour 0 < ζi ≤ 1:
(ϕ− ψ)([1, ζ
[n−1]
0 , ζ
[n]
1 , .., ζ
[n]
k−1]) ≥ (ϕ− ψ)([1, ζ
[n−1]
0 , γ
[(k−1)n]]), (9)
ou` ζ [d] = (ζ, .., ζ) ∈ Cd, et γ = (ζ1..ζk−1)
1/(k−1).
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Preuve. Comme dans le lemme 1, la preuve s’effectue par re´currence. Supposons
que l’on ait pour tout 0 < ζi ≤ 1 et pour 1 ≤ p < k − 1 :
(ϕ− ψ)([1, ζ
[(n−1)]
0 , ζ
[n]
1 , .., ζ
[n]
k−1]) ≥
(ϕ− ψ)([1, ζ
[(n−1)]
0 , ((ζ1..ζp)
1/p)[np], ζ
[n]
p+1, ..., ζ
[n]
k−1]), (10)
l’hypothe`se de re´currence e´tant e´vidente pour p = 1. Supposons qu’elle n’est pas
satisfaite au rang p+ 1. Il existerait alors un k-uplet (δ0, ..., δk−1) ∈ R
k tel que
(ϕ− ψ)([1, δ
[(n−1)]
0 , δ
[n]
1 , .., δ
[n]
k−1]) <
(ϕ− ψ)([1, δ
[(n−1)]
0 , ((δ1..δp+1)
1/(p+1))[n(p+1)], δ
[n]
p+2, ..., δ
[n]
k−1]), (11)
Quitte a` e´changer l’emplacement des n-uplets δ
[n]
i en utilisant la Gn,k-invariance de
ϕ, on peut supposer que δ1 ≤ ... ≤ δp+1. Puis en appliquant, comme dans le lemme
pre´ce´dant, l’hypothe`se de re´currence (10) en les points
([1, δ
[(n−1)]
0 , δ
[n]
1 , .., δ
[n]
p , δ
[n]
p+1, .., δ
[n]
k−1])
et
([1, δ
[(n−1)]
0 , δ
[n]
2 , .., δ
[n]
p+1, δ
[n]
1 , δ
[n]
p+2, .., δ
[n]
k−1]),
et en utilisant encore la Gn,k-invariance de ϕ, on a :
(ϕ− ψ)([1, δ
[(n−1)]
0 , δ
[n]
1 , .., δ
[n]
k−1]) ≥
(ϕ− ψ)([1, δ
[(n−1)]
0 , ((δ1..δp)
1/p)[np], δ
[n]
p+1, ..., δ
[n]
k−1]), (12)
et
(ϕ− ψ)([1, δ
[(n−1)]
0 , δ
[n]
1 , .., δ
[n]
k−1]) ≥
(ϕ− ψ)([1, δ
[(n−1)]
0 , ((δ2..δp+1)
1/p)[np], δ
[n]
1 , δ
[n]
p+2, ..., δ
[n]
k−1]), (13)
Conside´rons maintenant la courbe Γ d’e´quation ζpζp+1 = δ1...δp+1 (on rappelle que
les δ sont fixes) du plan re´el :
([1, δ
[(n−1])
0 , ζ
[np], ζ
[n]
p+1, δ
[n]
p+2, .., δ
[n]
k−1]).
Les points
Q1 = ([1, δ
[(n−1)]
0 , ((δ1..δp)
1/p)[np], δ
[n]
p+1, ..., δ
[n]
k−1])
et
Q2 = ([1, δ
[(n−1)]
0 , ((δ2..δp+1)
1/p)[np], δ
[n]
1 , δ
[n]
p+2, ..., δ
[n]
k−1])
appartiennent a` Γ. Si δ1 = ... = δp+1, il n’y a rien a` montrer. Sinon, par le choix
δ1 ≤ ... ≤ δp+1 fait plus haut, les points Q1 et Q2 se trouvent de part et d’autre de
la diagonale ζ = ζp+1 qui intersecte la courbe Γ en le point
Q3 = ([1, δ
[(n−1)]
0 , ((δ1..δp+1)
1/(p+1))[n(p+1)], δ
[n]
p+2, ..., δ
[n]
k−1])
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de la relation (11). Les relations (11), (12) et (13) donnent : (ϕ− ψ)(Q3) ≥ (ϕ−
ψ)(Q1) et (ϕ−ψ)(Q3) ≥ (ϕ−ψ)(Q2), ce qui prouve l’existence d’un maximum local
pour la fonction (ϕ−ψ) sur la courbe Γ. (ϕ−ψ) posse`de alors un maximum local en
un point Q sur la courbe holomorphe, encore note´e Γ, d’e´quation ζpζp+1 = δ1...δp+1
du plan complexe
([1, δ
[(n−1])
0 , ζ
[np], ζ
[n]
p+1, δ
[n]
p+2, .., δ
[n]
k−1]).
La Hessienne complexe en Q de terme ge´ne´ral
∂2
∂z∂z
{(ϕ− ψ)(Γ(Q))} =
∂2(ϕ− ψ)
∂zλ∂zµ
(Γ(Q))Γλ(Q)Γ
µ
(Q)
= (gλµ +
∂2ϕ
∂zλ∂zµ
)(Γ(Q))Γλ(Q)Γ
µ
(Q)
est alors de´finie ne´gative, ce qui est en contradiction avec la g-admissibilite´ de ϕ.
D’ou` l’ine´galite´ (9) et le lemme 2.
Lemme 3 Etant donne´e une fonction ϕ ∈ C∞(PmC), g-admissible sur PmC, avec
m = kn− 1, Gn,k-invariante, on a pour 0 < ζ, γ ≤ 1:
(ϕ− ψ)([1, ζ [n−1]; γ[(k−1)n]]) ≥ (ϕ− ψ)([1, ..., 1]), (14)
ou` ζ [d] = (ζ, .., ζ) ∈ Cd.
Preuve. (ϕ− ψ) e´tant Gn,k-invariante, on a
(ϕ− ψ)([1, ζ [n−1]; γ[(k−1)n]])
= (ϕ− ψ)([γ[n]; 1, ζ [n−1]; γ[(k−2)n]])
= (ϕ− ψ)([1[n]; 1/γ, (ζ/γ)[n−1]; 1[(k−2)n]]).
En appliquant maintenant l’ine´galite´ (4) du lemme 1, au second n-uplet de l’e´galite´
pre´ce´dente, on a :
(ϕ− ψ)([1, ζ [n−1]; γ[(k−1)n]]) ≥ (ϕ− ψ)([1[n]; δ[n]; 1[(k−2)n]]),
ou` δ = (ζ (n−1)/n)/γ. Enfin, en appliquant le lemme 2, aux (k−1) derniers n-uplets
de l’e´galite´ pre´ce´dente, on a :
(ϕ− ψ)([1, ζ [n−1]; γ[(k−1)n]]) ≥ (ϕ− ψ)([1[n]; ν [(k−1)n]]),
ou` ν = δ1/(k−1). Le lemme 3 sera donc e´tabli de`s que l’on aura prouve´, pour tout
ν > 0, l’ine´galite´:
(ϕ− ψ)([1[n]; ν[(k−1)n]]) ≥ (ϕ− ψ)([1, ..., 1]), (15)
Supposons que l’ine´galite´ (15) ne soit pas satisfaite pour un re´el ν0 6= 1, on a
(ϕ− ψ)([1[n]; ν
[(k−1)n]
0 ]) < (ϕ− ψ)([1, ..., 1]), (16)
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En utilisant encore une fois la Gn,k-invariance de (ϕ−ψ), et en appliquant le lemme
2 aux (k − 1) derniers n-uplets, on a :
(ϕ− ψ)([1[n]; ν
[(k−1)n]
0 ])
= (ϕ− ψ)([(1/ν0)
[n]; 1[(k−1)n]])
= (ϕ− ψ)([1[n]; (1/ν0)
[n]; 1[(k−2)n]]),
≥ (ϕ− ψ)([1[n]; {(1/ν0)
1/(k−1)}[(k−1)n]]). (17)
Sachant que ν0 6= 1, les re´els ν0 et (1/ν0)
1/(k−1) sont situe´s de part et d’autre du
point ν = 1. A l’instar des lemmes pre´ce´dents, les ine´galite´s (16) et (17) impliquent
l’existence d’un maximum local pour la fonction (ϕ−ψ) sur la courbe holomorphe
de´crite par les points [(1[n], z[(k−1)n])], ce qui contredit le fait que ϕ − ψ soit g-
admissible.
Lemme 4 Etant donne´e une fonction ϕ ∈ C∞(PmC), g-admissible sur PmC, avec
m = kn− 1, Gn,k-invariante, ve´rifiant supϕ = 0, sur PmC, on a:
(ϕ− ψ)(1, .., 1) ≥ 0.
Preuve. Sachant que ψ(1, .., 1) = −am ln(m + 1), il suffit de montrer que l’on a
ϕ(1, .., 1) ≥ −am ln(m+1). On raisonne sur la ge´ographie du point P0 ou` supϕ est
atteint. ϕ e´tant Gn,k-invariante on peut supposer que P0 = [1, x
0
1, ..., x
0
m] du cube
re´el 0 ≤ xi ≤ 1. Remarquons d’abords, que si supϕ (= 0) est atteint en [1, .., 1],
alors il n’y a rien a` montrer.
• Premier cas: 0 < x0i < 1.
Si p de´signe l’indice du plus petit des x0i on conside`re alors la courbe Ω constitue´e
des points [1, x1, ..., xm] et ve´rifiant les e´quations :
x1 = x
(ln x0
1
)/(ln x0p)
p , .., xp−1 = x
(ln x0p−1)/(ln x
0
p)
p ,
xp, xp+1 = x
(lnx0p+1)/(ln x
0
p)
p , .., xm = x
(lnx0m)/(ln x
0
p)
p .
Cette courbe passe par les points [1, 0, ..., 0], P0 et [1, .., 1]. Conside´rons maintenant
la fonction
ψ˜ = ln
| z0 |
2am
(| z0 |2 +...+ | zm |2)am
.
Elle est de´finie sur Cm−{z0 = 0}, homoge`ne de degre´ ze´ro, c’est donc une fonction
sur Pm. ψ˜ atteint son maximum (e´gal a` ze´ro) [1, 0, .., 0] ∈ PmC et tends vers moins
l’infini lorsque la coordonne´e homoge`ne z0 tend vers ze´ro. Son expression dans la
carte {z0 = 1} est
ψ˜ = ln
1
(1+ | z1 |2 +...+ | zm |2)am
.
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Supposons que l’on ait, pour une fonction ϕ donne´e, ϕ([1, .., 1]) < −am ln(m + 1)
et e´valuons dans ce cas (ϕ− ψ˜) en les points [1, 0, ..., 0], P0 et [1, .., 1] de la courbe
Ω. On a :
(ϕ− ψ˜)([1, 0, ..., 0]) = ϕ([1, 0, ..., 0]) ≤ 0,
(ϕ− ψ˜)(P0) = −ψ˜(P0) > 0,
et enfin
(ϕ− ψ˜)([1, .., 1]) < −am ln(m+ 1)− ψ˜([1, .., 1]) = 0.
La fonction ϕ − ψ˜ posse`derait alors un maximum local sur la courbe holomorphe
de´finie par Ω, ce qui, encore une fois mettrait a` de´faut la gm-admissibilite´ de ϕ.
• Second cas: Un au moins des x0i se trouve sur une areˆte du cube: 0 ≤ xi ≤ 1,
avec les x0i non tous nuls.
Sachant que
(ϕ− ψ˜)(P0) = −ψ˜(P0) > 0,
la continuite´ de (ϕ− ψ˜) permet d’affirmer l’existence d’un point P˜0 = [1, x˜
0
1, ..., x˜
0
m],
avec 0 < x˜0i < 1, voisin de P0 tel que
(ϕ− ψ˜)(P˜0) > 0,
le reste de la preuve est identique a` celle du premier cas, en remplacant P0 par P˜0.
• Troisie`me cas: Tous les x0i sont nuls.
On peut encore trouver au voisinage du point [1, 0, .., 0] un point P˜0 = [1, x˜
0
1, ..., x˜
0
m],
avec 0 < x˜0i < 1 tel que
(ϕ− ψ˜)(P˜0) > 0.
En effet, supposons qu’il existe un voisinage de [1, 0, .., 0] ( constitue´ de points
[1, x1, .., xm] dans lequel (ϕ − ψ˜) ≤ 0. Sachant que (ϕ − ψ˜)([1, 0, .., 0]) = 0, la
fonction ϕ − ψ˜ posse`derait dans ce voisinage un maximum en [1, 0, .., 0], ce qui
contredirait l’admissibilite´ de ϕ. On peut donc, encore une fois, se ramener au
premier cas, en remplacant P0 par P˜0 = [1, x˜
0
1, ..., x˜
0
m].
2.1 Preuve du the´ore`me 1.
Soit ϕ ∈ C∞(PmC), une fonction g-admissible sur PmC, avec m = kn−1, Gn,k-
invariante. Les ine´galite´s (2) et (9) des lemmes 1 et 2 donnent pour, 0 < xi ≤ 1,
(ϕ− ψ)([1, x1, .., xm]) ≥ (ϕ− ψ)([1, ζ
[n−1]
0 , γ
[(k−1)n]]), (18)
ou` ζ [d] = (ζ, .., ζ) ∈ Cd, ζ0 = (x1..xn−1)
1/(n−1) et
γ = {
k−1∏
h=1
(xhn..x(h+1)n−1)
1/n}1/(k−1).
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Puis en utilisant l’ine´galite´ (14) du lemme 3 et le lemme 4 , on e´tablit, toujours
pour 0 < xi ≤ 1,
(ϕ− ψ)([1, x1, .., xm]) ≥ (ϕ− ψ)([1, ..., 1]) ≥ 0. (19)
ϕ et ψ e´tants Gn,k-invariantes, la condition ϕ ≥ ψ est ve´rifie´e partout de`s qu’elle
l’est en les points ([1, x1, .., xm]) avec 0 ≤ xi ≤ 1. L’ine´galite´ (19) donne le re´sultat
recherche´ pour les les points ([1, x1, .., xm]) avec 0 < xi ≤ 1. Or pour les points
ayant une composante homoge`ne nulle on a ψ = −∞, donc a` l’e´vidence ϕ ≥ ψ.
L’ine´galite´ (19) et cette dernie`re remarque ache`vent donc la preuve du the´ore`me 1.
2.2 Preuve du the´ore`me 2.
Soit ϕ ∈ C∞(PmC) une fonction g-admissible et G-invariante, ve´rifiant supϕ =
0 sur PmC. D’apre`s le the´ore`me 1, on a : ϕ ≥ ψ. On a donc pour tout α positif
l’ine´galite´ : ∫
PmC
exp{−αϕ}dv ≤
∫
PmC
exp{−αψ}dv.
Calculons cette dernie`re inte´grale la carte dense de´finie par {z0 = 1} (cf. intro-
duction). Sachant que l’on a par hypothe`se am = m+ 1, l’e´le´ment de volume sera
donne´, dans la carte choisie, par :
dv = (−1)m
dz1 ∧ dz1 ∧ ... ∧ dzm ∧ dzm
(1+ | z1 |2 +...+ | zm |2)m+1
.
En utilisant le fait que ψ ne de´pend que des | zp |, le changement de variables
xp =| zp |
2 donne :
∫
PmC
exp{−αψ}dv = Cst
∫ +∞
0
...
∫ +∞
0
(1 + x1 + ...+ xm)
(α−1)(m+1)dx1...dxm
(x1...xm)α
qui converge pour α < 1, d’ou` le re´sultat, et la preuve du the´ore`me 2.
2.3 Preuve du the´ore`me 3.
Pour la preuve de la premie`re partie du the´ore`me 3, on se place dans l’ouvert
de carte donne´ par les points
([ζ0(z0, .., zn−1), ζ1(zn, .., z2n−1), .., ζk−1(z(k−1)n, .., zkn−1)],
[z0, .., zn−1], .., [z(k−1)n, .., zkn−1]) ∈ M,
ou` tous les ζi et tous les zi sont non nuls. En adoptant alors l’e´criture non homoge`ne
correspondant a` z0 = 1, l’expression de ψM (1) dans cette carte est donne´e par
ψM = ln{
(1+ | z1 |
2 +..+ | zkn−1 |
2)−k | z1 |
2 ... | zm |
2
(1+ | z1 |2 +...+ | zn−1 |2)(n−1)...(| z(k−1)n |2 +..+ | zm |2)(n−1)
}.
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On a − ∂
2ψM
∂zλ∂zµ
= gMλµ. En posant, comme pour le the´ore`me 1, xi =| zi |, les lemmes
1, 2 et 3 s’appliquent exactement de la meˆme manie`re en remplac¸ant ψ par ψM et
les points
([1, x1, .., xn−1; ..; x(k−1)n, .., xm=kn−1]) ∈ PmC
par
([1, x1, .., xm], [1, x1, .., xn−1], .., [x(k−1)n, .., xm=kn−1]) ∈M.
La GM -invariance de ϕ et ψM , se traduisent, dans la carte choisie, de la meˆme
manie`re que celles des fonctions ϕ et ψ de´finies dans le the´ore`me 1 dans une carte
usuelle de PmC. On a donc pour 0 < xi ≤ 1,
(ϕ− ψM)([1, x1, .., xm], [x1, .., xn−1], .., [x(k−1)n, .., xm=kn−1])
≥ (ϕ− ψM )([1, ζ
[n−1]
0 , γ
[(k−1)n]], [1, ζ
[n−1]
0 ], [γ
[n]], .., [γ[n]])
≥ (ϕ− ψM )([1
[m+1]], [1n], .., [1[n]])
ou` ζ [d] = (ζ, .., ζ) ∈ Cd, ζ0 = (x1..xn−1)
1/(n−1) et γ = {
∏k−1
h=1(xhn..x(h+1)n−1)
1/n}1/(k−1).
Pour le lemme 4, on remplace la fonction ψ˜ par ψ˜M de´finie comme suit: On con-
side`re d’abord la fonction ψ˘ de´finie sur Cm+1×(Cn)k\
⋃
i,p {z
(i)
p = 0}, ou`m = kn−1,
par
ψ˘ = ln[
| z
(0)
0 |
2k
(| z
(0)
0 |
2 +...+ | z
(0)
m |2)k
×
| z
(1)
0 |
2(n−1)
(| z
(1)
0 |
2 +...+ | z
(1)
n−1 |
2)(n−1)
× ...
×
| z
(k)
0 |
2(n−1)
(| z
(k)
0 |
2 +...+ | z
(k)
n−1 |
2)(n−1)
].
(z
(0)
p )p e´tant le syste`me de coordonne´es usuel sur C
m+1, (z
(1)
p )p celui sur le premier
Cn du produit,..., et (z
(k)
p )p celui sur le k-ie`me C
n, toujours avec m = kn − 1).
ψ˘ est homoge`ne de degre´ ze´ro sur chacun des Cp, elle de´finit par conse´quent une
fonction (toujours note´e ψ˘) sur PmC × Pn−1C × ... × Pn−1C e´gale a` moins l’infini
lorsque la premie`re composante homoge`ne de des PdC s’annule. Sa restriction a`M
sera la fonction ψ˜M . En se plac¸ant en un point
([ζ0(z0, .., zn−1), ζ1(zn, .., z2n−1), .., ζk−1(z(k−1)n, .., zkn−1)],
[z0, .., zn−1], .., [z(k−1)n, .., zkn−1]) ∈ M,
ou` tous les ζi et tous les zi sont non nuls, on a:
ψ˜M = ln{[| ζ0 |
2 (| z0 |
2 +..+ | zn−1 |
2) + ..+ | ζk−1 |
2 (| z(k−1)n |
2 +..+ | zkn−1 |
2)]−k
×
| ζ0z0 |
2k| ζ0z0 |
2(n−1)| ζ1zn |
2(n−1) ... | ζk−1z(k−1)n |
2(n−1)
(| ζ0z0 |2 +...+ | ζ0zn−1 |2)(n−1)...(| ζk−1z(k−1)n |2 +..+ | ζk−1zm |2)(n−1)
},
ou` [ζ0, .., ζk−1] ∈ PkC. En posant pour i ∈ {hn, .., (h+ 1)n− 1}, z
′
i = ζhzi on a
ψ˜M = ln{
[| z′0 |
2 +..+ | z′kn−1 |
2)]−k | z′0 |
2k| z′0 |
2(n−1)| z′n |
2(n−1) ... | z′(k−1)n |
2(n−1)
(| z′0 |
2 +...+ | z′n−1 |
2)(n−1)...(| z′(k−1)n |
2 +..+ | z′m |
2)(n−1)
}.
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Comme dans le lemme 4, on montre, en utilisant des courbes joignant le point
([1, 0[m]], [1, 0[n−1]], .., [1, 0[n−1]]) au point ([1[m+1]], [1[n]], .., [1[n]]) et passant par un
point en lequel ϕ− ψ˜M > 0, que l’on a
(ϕ− ψ˜M )([1
[m+1]], [1[n]], .., [1[n]]) = (ϕ− ψM)([1
[m+1]], [1[n]], .., [1[n]]) ≥ 0,
d’ou` le re´sultat: ϕ ≥ ψ˜M .
La deuxie`me partie du the´ore`me 3 ne´cessite l’expression du de´terminant de la
me´trique gM . D’apre`s [5] elle est donne´ par :
kk−1
∏k
h=1[(n− 1)(1+ | z1 |
2 +...+ | zkn−1 |
2) + k(| z(h−1)n |
2 +...+ | zhn−1 |
2)]n−1
(1+ | z1 |2 +...+ | zkn−1 |2)m+1
∏k
h=1(| z(h−1)n |
2 +...+ | zhn−1 |2)n−1
,
ou` z0 = 1. Cette expression et celle de ψM permettent alors de montrer, a` l’instar
du the´ore`me 1, que pour 0 < β < 1,
∫
M
exp{−βψM}dvM < +∞, ou` dvM est
l’e´le´ment de volume relatif a` la me´trique gM sur M .
L’ine´galite´ ϕ ≥ ψ pour toute fonction ϕ ∈ C∞(M), GM -invariante, gM -admissible,
ayant un sup e´gal a` ze´ro sur M , permet alors d’e´crire, pour tout 0 < β < 1:
∫
M
exp{−βϕ}dvM ≤
∫
M
exp{−βψM}dvM < +∞,
Le the´ore`me de Tian permet alors de statuer sur l’existence d’une me´trique
d’Einstein-Ka¨hler dans la meˆme classe de Ka¨hler que gM , ce qui termine la preuve
du the´ore`me 3.
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